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CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
»ADOLF HAIMOVICI”
Editia a XXVIII-a
ETAPA JUDETEANA - 7 martie 2026
Clasa a IX-a — Sectiunea H1 — Filiera tehnologica

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE

Subiectul 1. (20 puncte)
Se considerd ecuatia ax? + bx + ¢ = 0,a,b,c € R,a # 0, avand ridicinile x; si x,.
a) Aratati ca daca numerele reale nenule a,b si ¢ sunt 1n progresie geometrica, in aceastd ordine, atunci
ecuatia nu are radacini reale.
b) Determinati numerele reale a, b, ¢, unde a > 0, pentru care a, X, b, X, ¢ sunt termeni consecutivi ai
unei progresii aritmetice.
c) Dacab=a+c si0<c<2aaratati ca |[x; —x,| < 1.

SOLUTIE:

a) @, b, CIn progresie GEOMELHICA =5 D2 = (C......ccooiuiuoeeeeeeeeeeeeeeeee e eeee et aesnas 2p
AT 3B et et 2p
A<0=>x1,x2$]R ............................................................................................................................................ 2p

b) a,xq,b,x,,c Inprogresie aritmetici= @ + € = X1 + X3 = 2D.ecciiiiiiiiiiciiiiice e Ip
S =1+ X3 = =2 = (20 + 1) = 0ottt Ip
Cuma > 0,convine doar b = 0 = € = —Qu.ioieiierieieeeeieie ettt ettt st ettt be st et e b e beese e e ensenseens Ip

N . . . a+b a b+c c
a, x1,b, x,, ¢ in progresie aritmeticd = x; = T T N T T T Ip
P=x1-x2:§=a(a2—4)=0 .................................................................................................................... 2p
A = 2,C = —2, CATE CONMVIN.....oeiiiiriiiieeeieeeitteeeeeetteeeeeesaeeeseateeeeesteeeesaseeseesssseseesasaesstessessasesesessessssassessnsnseeseennns 2p

C) (x1 - x2)2 = SZ i J PSSO T U U U PRSPPI 2p
(x1 - XZ)Z = (1 - 2) ........................................................................................................................................ 2p
|x1—x2|_|1—§<1 ...................................................................................................................................... 2p

Subiectul 2. (20 puncte)
Se considera functia f: R — R, cu proprietatea f(x + a) < x < f(x) + a, (V)x € R si a un parametru real fixat.
a) Arataticaf(x) =x—a,(V)x € R.
24n-
b) Determinati numerele naturale nenule n pentru care f(1) + f(2) + f(3) + -+ f(n) = %&l.

¢) Determinati a € R* pentru care graficul functiei g: R - R, g(x) = a - f(x) formeaza cu axele de
coordonate Ox si Oy un triunghi cu aria 4=4.

SOLUTIE:

2) XS (X)) F A (V)X ER DD FX) = X — Gueeeeeeeeeeeeeeeeeeeteeteee ettt et b et es bbb e b e s e s se s ebeaseenes Ip
Fx+a) SX (V)X ER = FLA) S X — Qoo ettt te et te e teeteetaesbeeteetesbeebsessesaeereas 2p
ODbtine f(X) = X — @, (W)X E IR oottt ettt ettt et e te sttt e eb e et s e st essessessesbaeseesestessesssensansans Ip

b) F)+F@+FB3) 4+ F0) =2 0ttt 2p
ODBENE 710 K 3 0eviiiiiiesie ettt ettt b e e bt sttt et st ea e e bt s e st e na e bbbt e ne bt ne e se e b e nee Ip
DAaci @ > 0 =5 10 € {1,231ttt ettt et ettt ettt et et at et e ete et eante e 2p
DAacCa @ = 0 =2 1 € N et ettt et e et e et e te e be st ae et e beeteeheenbesteehesaeereenaenbenns 2p
Dacd @ < 0 = 1 E N\ {12 ottt ettt et et aeete s aeeteeae s eeeaeaneaeas 2p

C) (X)) = AX = A%, @ € R¥ oottt Ip
GgNOX = {A(2,0)} = OA = [@] oo s 2p
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GyNOY = {B(0,—=a%)} = OB = [=%| = [A]% oo 2p
lal®
A= B TR T T T R R R I A L TR LRI R 1p
ODBENE @ € {7 2,2 oottt ettt ettt ae et ettt e te et et et ete et et ettt e et et ae et et et ete et et eaeereenen Ip

Subiectul 3. (20 puncte)

Coardele AB si CD ale unui cerc de centru O sunt perpendiculare si se intersecteaza in punctul P iar M este
piciorul perpendicularei din O pe AB.

a) Demonstrati ca 0A+0B + 0C + 0D = 20P.
b) Demonstrati ca PA + PB = 2PM.
c) Aratati ci PA + PB + PC + PD = 2PO0.

SOLUTIE:

a) AOAB isoscel, OM 1naltime = OM mediand = OA+O0B = 20M ... 2p
Daca N este mijlocul lui CD = OC A+ OD = 20N oo es e s oo ees e eees e seees 2p
OMPN dreptungh1= OM A ON = 0P 2p.
Obtine OAFOB + OC 4 OD = 20P..ooeeveooeeeeoeeeeeeeee oo eeee e eeseeees s ee s s s e ee s ees s ess e sees e eesen 2p

D) PA+PB =PM 4 MA 4 PB..oooooooooooeoeeeoeoeeeeeoeeeeeoeeeeeoeeeeeoee e ee oo 2p

S PM = MB + PB oo 2p
= PM 4 BM 4 PB = 2PM oo se e 2p

) ODBENE PC A4 PD = 2PN oo s eee e eesee e 2p
OMPN dreptunghi= PM A PN S PO s s s ees s s ees e ee s eseseeees s eese e ees e 2p
Ob;ineﬁ+ﬁ+P_C)+ﬁ=2P—O). ................................................................................................................... 2p

Subiectul 4. (30 puncte)

Trei sate A, B si C sunt situate astfel incat, observate dintr-o drond, se constata cd pozitiile lor formeaza un
triunghi dreptunghic in A, iar o gard G este situata intre satele B si C (pe segmentul BC).

Masuratorile facute au condus la urmatoarele rezultate: AB = 2(\/6 + \/f) km,, ABC = GAC = 15".

_ V6~ \/_

4

b) Determinati lungimile drumurilor de la gara G la fiecare dintre cele trei sate (se admite ca drumurile
dintre localitdti sunt segmentele GA, GB si GC).

c) Bogdan pleaca la ora 06:33 din satul B pentru a ajunge la gara, dar pentru ca drumul BG este inchis,
trebuie s&  treacd prin satul A. Drumul din satul B in satul A 1l parcurge cu un scuter cu viteza de 38
km/h, iar drumul din satul A la gara 1l parcurge pe jos mergand cu viteza de 6 km/h. Stiind ca trenul in
care trebuie sd urce Bogdan pleaca la ora 07:10, stabiliti dacd Bogdan ajunge la timp la gara.(se vor utiliza
valorile aproximative V2 = 1,45iV6 =2,4).

a) Demonstrati cd sin 15" =

SOLUTIE:

8) SIS = SIN(45" = 307 ). oo 2p

= SIN 457C0S30° — SIM30 COSAS S.oioivoeeeeeeeeeeeee oottt 3p

V62

0000000000000 0000000000000 USSP 3p

b) Demonstreaza ca AG este inaltimea corespunzatoare ipotenuzei BC..........ccocoeieiiiiiiinieniiiininceseeee e 2p
cos15’ = \/_h/_ ..................................................................................................................................................... 3p

€0S15" = T2 =5 GB = 2(2 + VB)KMoieteteee e 3p

sin 15° —g e A < 1 1 VTSP USUSRRR 3p
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€0515° =22 = BC = 8KIM=> GC = 2(2 = VB)KIM oottt

€) BA = 2(V6 + V2)KIME 7,6KML.....ooovorrmerirreeeeeomssssseesseeseeesssssss s ssssssssssssse s sesss s
EBA = L2IMUN..c ittt ettt ettt e bt it e bt et et ek te et e bt e et e ea e e ea e e n bt eheeeheeeht ettt e et e e teeeteeteenteeabean
AG = 2KIMT €45 = 20MUMN.00iiiiiiieiieiiecteece e eie ettt et e se et e e ste e tee b e esseesbeeseestaessaeasaesssesssesseeassesseesssesssessesssesnsens
tB—A—G T2 B 2IMMNe e e e et e e ett e e eea—t e —tee e e e —teeeea—teeeea—aee e aeeeeeataeeeatateessaateeseaaaneas
Bogdan ajunge la gara la ora 07:05 deci ajunge la timp

Nota:

Toate subiectele sunt obligatorii; se acorda 10 puncte din oficiu.

Orice rezolvare corecta a oricarei probleme, dar diferiti de cea din barem se noteazd cu punctaj echivalent.
Punctajul maxim este de 100 de puncte.

Etapa judeteana CMA_HI1 7 martie 2026 — Barem de notare si evaluare
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CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
»ADOLF HAIMOVICI”
Editia a XXVIII-a
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Clasa a X—a — Sectiunea H1 — Filiera tehnologica

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE

Subiectul 1. (20 puncte)

a) Determinati numerele complexe z pentru care 3|z| —2z=3-2i.

o . .. ) . .
b) Dacd z, si z, sunt solutiile ecuatiei z* —z+1=0, calculati S, =z" +z)" si

Sy = (5= + (2 D™

SOLUTIE:
a)FieZEC,Z=a+bi;a,b€]R:>2=a—bi§i|z|= A7 D7 e Ip
Egalitatea devine (3va’® +b> —=2a)+2bi=3-2i=b=—1 81 3@’ +1 =3+2a cccoevoooeoeeeeeeeeeeeeeeean, 2p
. 12 . 12
Obtinem a;, = 0, Ap = 0 D 21 =~ 2 = o T s 2p
D) 22 —z41=0=(Z+ 122 =24+ D) =0= 22 41202027 = =L 2p
§ L z,+z,=1
Relatiile UL VIBTE: 7 7 oottt ettt et b e s e bt bt et s bt et e bt e nt et e sb e e st e nbeeneensene 2p
Z, -z, =1
Deci 8, =2, -2, 42, 2y = (2] F Zy) = =L oo 3p
Metoda 1
Seobservacd z,” =z, —1=> (2, = 1) = 2, = (2,7) 2 2, = =2} oo 4p
Analog z," =z, = 1= (2, =)™ = 2, = (2,70) 2 = 2y oo 2p
Finalizare S, = =z, — 2, = (2, 4 25) = =L oo e 2p
Metoda IT
Se observa cd (2, —1)° = 2,° =3(2," =2, # 1) F 2 =1 eerooeeoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 3p
Analog (2, = 1) = 2,7 =3(2," =2y F 1) HF 2 = Lo 1p
DeciS, =[(z, =1’ 1% - (z, = )* +[(z, =)’ 1° (2, = 1)* = (2, +2,") =22, + 2,) +2 weeeeeiiiiiiieeieiiie 2D
FInalizare S, = (2, +2,)7 =22, * Zy = =L ettt 2p

Etapa localda CMA_H1 7 martie 2026 — Barem de notare i evaluare
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Subiectul 2. (20 puncte)
a) Determinati x € R pentru care \/(3 —242)" + \/(3 +24/2)" <6.

y L [2re3=7
b) Rezolvati sistemul de ecuatii
4*+97 =25
SOLUTIE:
a) Se observa ca 3-242 = ! si notdm 1/(3+2\/§)x =t,unde £ >0 i 2p
3+242
.1
Seob‘;lne;+t£6:>tz—6t+1£03te[3—2\/5,3+2\/5] ................................................................... 4p
Revenind la notatia facuta obtinem 3 — 242 < B3+ 242 )E e 2N R 2p
Deci (3+2v2)" < (3+2v2)2 <3+2+2, unde 3+ 2v2 > 125 X €[=2,2]cvvoemroeeeooeeeeeeeeee e 2p
) o ) a+b=7
b) Notdm 2% =a i 3" =bsisistemul devine { | | 2p
a” +b” =25
, 5 a+b=7
Deoarece a” + b7 =(A+D)" —2aD => 3 e e et et ens 2p
a-b=12
Metoda I
b=7-a b=7-a .
{a o d-127 O = (@) E{BA (A3 2
Metoda 11
Numerele a si b sunt solutiile ecuatiei 1> —7t+12=0 = (a,b) € {(3,4); (4.3)}.eevvvrivviiiiii. 2p
Revenind la notatiile facute vom obtine
2% =3 x =log,3
{3},:4@{)/:[0934 .............................................................................................. 2p
2" =4 x=2 .
sau 33 o E deci (x,¥) € {(l0g23,10954); (2,1)}cneeieieiii e, 2p
= y =

Etapa locald CMA_H1_7 martie 2026 — Barem de notare i evaluare
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: , x%+1, dacix <0,
Subiectul 3. (20 puncte) Se considera functia f:R = R, f(x) = logi(x +1) + 1, dacix > 0
2

a) Aratati ca functia f este inversabila.
b) Daci functia g: (0,0) - R, g(x) = 2**1 — 1, rezolvati ecuatia (fog) (x) = x? — 2.

Solutie:
a) Metoda I:

reprezintd grafic fUNCHA £ ... oo.ooiiieee et 6p
aratd ca orice paraleld la axa Ox intersecteaza graficul intr-un Singur punct ...........cccceeeveeeveecreerneennen. 2p
ODEINE T ESLE DIJECTIVA ...eiuiiiieiiiitieiiete ettt ettt sb et e bt ae et s st et esteestenbeseeeneenbesnnens Ip
daca f bijectiva, atunci functia este INVErSabila ...........cccoviiriiiiriiniirieiereee e Ip
Metoda II:

Studiaza injectivitatea si surjectivitatea pe ramuri
aplica proprietatea: daca din f(x;) = f(x;) = x; = x, atunci functia este injectiva ..................... Ip
deoarece x? + 1 = 1,iar log: (x+1)+1< 1=

2

egalitatea f(x;) = f(x) are loc doar in dOUA CAZUL .........cvivieiiiiiieicic s Ip
L pentrux; X; < 0:xf + 1 =X5 + 1= X] = X7 =0 X1 = Xg v Ip
1L pentru xq,x; > 0:logi(x; + 1) +1=10g1(%2 + 1)+ 1= X1 = X3 ceevevrevreieeeeeen, Ip
2 2
Din [51 I1 0btine fiNJECTIVA ....ecueeiiiieiie ittt ettt Ip
Pentru x <0,f(x)=x2+1=>1,=y € [l,00);pentru x> 0,logi(x+1) <0 (bazd subunitari,
2
functie monoton strict descrescatoare), l0gi1(x + 1) + 1 < 1=y € (=00, 1) wcovrreenreerrmeerneenssneesssneenns 2p
2
Imf =[1,0)U (—00,1) =Imf = R=>f— SUECIVA ....ccoeotiiiiiiciiieceeeeeeeee et Ip
finjectiva i SUjectiva = f— DIJECIVA ...ueiiiieiieciece ettt Ip
daca f bijectiva, atunci functia este iNVersabila ............ccoooiiiiiiieiieeee e Ip
b) dacix € (0,0) =x>0=x+1>1
functia exponentiala cu baza supraunitara este monoton Strict CreSCatoare. ........coevveerveereerereeeneeeneenns 2p
atunci 2**1 > 21 = 2%t — 1 > 1 = g functie POZItIVA ........cocoveverveveeieereieeeeee e, 2p
(fog)(x) = f(g(x)) = logr(2** =14+ 1)+ 1= —log,2*" +1=—-x—-1+1=—x ....... 3p
2

—X=x2 =2 2 X2+ X —2=0=X; = 1SIXy = —2 coooooeeeeeeeeeeeeeeee e 2p
dar x > 0 = x = 1 este s0lutia Care CONVING  ..ooceeeiieieeiieiee et te ettt e et eeeeeeens Ip

Etapa localda CMA_H1 7 martie 2026 — Barem de notare i evaluare
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Subiectul 4. (30 puncte) Intr-o unitate tehnologici se monitorizeazi parametrii apei utilizate intr-un proces
industrial automatizat. Se calculeaza ph-ul unei probe de apa industriald dupa formula pH = —Ig[H"], unde [H],
este concentratia ionilor de hidrogen (exprimatd in mol/L), obtindndu-se valoarea 5. Pentru aceeasi proba se
studiaza si evolutia numarului de bacterii patogene in functie de timp N(t) (t exprimat in ore) si numarul acestora
la momentul recoltirii probei (Ny), utilizindu-se relatia N(t) = N, - 1093,

a) Stabiliti de cate ori trebuie redusa concentratia ionilor de hidrogen pentru ca apa sa devina neutra (apa
neutra are pH = 7).

b) Dupa cat timp numarul bacteriilor din proba de apa se va dubla? Aproximati rezultatul la cel mai
apropiat numar natural.

¢) In timpul functionarii unui utilaj din aceasta unitate, intensitatea sunetului I (exprimata in W/m?) creste.
Stabiliti cat poate fi valoarea maxima a acestei intensitati, fara a afecta securitatea muncii, stiind ca
pragul de risc este de la o valoare mai mare de 85 dB pentru nivelul intensitatii sonore, nivel care se
calculeaza dupa formula

L=10- lgIl (exprimatd in dB), unde [, = 107> W/m?.

Solutie:
a) PH = —1g[H ] = 5 = —Ig[H ] =i 2p
S5 [HH] = 107  MO0L/ Lttt 2p
-7
Apaneutrd are pH = 7 = 7 = —Ig[H*], = [H*], = 10 LmOI .......................................................... 2p
-5
12_7 = 102 = 100, deci concentratia trebuie redusd de 100 de OTi...........cocoevrveverererirereerereeereeeraaens 2p
b) N(t) = Ng - 10930 = 2N = N = 10030 = e 2p
5 2 = 1003 o ettt ettt Ip
T 0,30 = 182 oottt b e b st e e rbeeab e e b e e be e bt easteenaeenreenrees 2p
_le2
=t= 03 T ettt et ettt ettt e bt e e bee e te e e bt e e heeeeabee e b eeeeate e e bt e e b bt e ettt e a b et e beeeea bt e e beeeehteeeabeeeabeeenabeesbeeenas Ip
=t= 103£ D ettt ettt ettt ettt h e te e bt e e bt e e e bt e e b et e a bt bt e e ht e e ea bt e e bt e e ea bt e e bt e e ehte e e bt e e ebeeeeabeeebeeeeateesanes 2p
10
O %
=t~ 21000 g e il 1) € TSP 2p
) L=10"187 = 101§ S 85 = it 2p
=>lg1 5 S B, o ettt ettt e e rae e rbe bt n b e e teeeraeenteenreenns 2p
eT= S L 2p
S L S 10730 ettt 2p
= Imax = L1073 FW /M2 oottt 2p

Toate subiectele sunt obligatorii; se acorda 10 puncte din oficiu.
Orice rezolvare corectd a oricdrei probleme, dar diferiti de cea din barem se noteazd cu punctaj echivalent.
Punctajul maxim este de 100 de puncte.

Etapa localda CMA_H1 7 martie 2026 — Barem de notare i evaluare
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CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
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Editia a XXVIII-a
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Clasa a XI-a — Sectiunea H1 — Filiera tehnologica

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE

Subiectul 1. (20 puncte)
x3 3x2 3x
Se considera matricea A(x) = x2 x2 +2x 2x + 1 |, unde x este un numir real.

x 2x+1 x+2
Determinantul matricei A(x) se noteaza cu D (x).

a) Aratatica D(—1) = 8.
b) Determinati matricea B € M5(R) care verifica relatia A(—1) - B = A(1).
¢) Demonstrati ci D(x) = x3 - (x — 1)3, pentru orice numir real x.

SOLUTIE:
-1 3 -3
D(D)=| 1m0 ] S oo s s e s 3p
-1 -1 1
I L B B B L = 3 = Bl et e e et e e e ete e e e ete e e eetaaeeeaas 3p
a) detA(—1) =D(—1) =8 # 0 & A(—1) este inversabild In M3 (IR). ...ccovvririecieriiiereieieree et 1p
-1 1 -1 -2 0 -6
[A(—1)]f=< 3 -1 —1), [AC-D)]! =§< 0 —4 —4> ................................................................. 3p
-3 -1 1 —2 -4 -2
B = [A(=1)]  mA(L) = oo et een Ip
) -2 0 -6 1 3 3 ) -8 —24 -24 -1 -3 -3
=§-<0 —4 —4)-(1 3 3>=§-<—8 —24 —24)=<—1 -3 —3) ............................... 2p
-2 -4 =2 1 3 3 -8 —24 -24 -1 -3 -3
x3  3x? 3x |Li—Li-Lx |x?(x—1) 2x(x—1) x-—1
b) D(x) =|x%2 x2+4+2x 2x+1 = x2 X2 42x 2% 41 = Ip
x 2x+1 x+2 X 2x+1 x+2
Ly—Ly—Lz |x2(x — 1) 2x(x — 1) x—1
= x(x—l) (x—l)(x-l—l) DA [ RPN lp
X 2x+1 x+2
x? 2x 1 x  2x 1
=(x—-1?%|x x+1 1 |=x(x—-1)?|11 x+1 1 | = e, 2p
x 2x+1 x+2 1 2x+1 x+2
Cy;—C—Cy X X 1 x 1 1
2 x(x—-1)2%[1 «x 1 [=x2(x-1D?[1 1 T | = e 2p
1 2x x+2 1 2 x+2
C3—C3—C; x 1 0
= a-121 1 0| =xPC- D[ =0 (- DY (DXER 1p
1 2 x

Etapa judeteand CMA_HI1_7 martie 2026 — Barem de notare si evaluare
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Subiectul 2. (20 puncte)

2 X 3
a) Determinati valorile parametrului real m pentru care matricea A = (m x—1 1) este inversabila
1 1 X
pentru orice numar real x .
1 0 1
b) FiematriceaB=|0 1 0 )€ M;3(R). Calculati B" , unde n este un numar natural nenul.
1 0 1
SOLUTIE:
a) A este inversabild in M3(R), (V)x E R © det(A) # 0,(V)X ER. oo 1p
2 x 3
det(A)=|m x—1 1|=2x—Dx+3m+x—3(x—1)—2—=MX2 = oo 2p
1 1 X
= (2=M)X2 —4X + (BM A 1) e Ip
Cazul 1. m € R\{2}
det(A) #0,(VMxER© 2-m)x?—4x+Bm+ 1) #0,(VMXERSASO . ...oooviiiiiiaeen, Ip
A= (-49)?-42-m)Bm+1)=16—4(-3m?+5m+2)=4Bm?>=5m+2) .....cooevvniinnnnnn. Ip
A<0<:>4(3m2—5m+2)<0<:>me(§;1). ................................................................. 2p
Cazul2. m=2
det(A) = —4x+7.
det(A) =0 x = % . Pentrum = 2six = % matricea A nu este inversabild.  .......ccooeieiiiiiicee Ip
Finalizare: m € G, 1) e Ip
2t 0 2! 22 0 22
b) BZ=10 1 0 ],B3=[0 1 0 ) oo 2p
2t 0 2! 22 0 22
2n—1 0 2n—1
Fie enuntul P(n): B™ = 0 1 0 |7 € N 2p
2n—1 0 Zn—l
20 0 20
n=1=>P1):B'=|0 1 0 |= P(1) este propozitie adevaratd. ..................cccverrrrirrvmenns Ip
20 0 2°
2k—1 0 2k—1
Presupunem adevirata P(k): B = 0 1 0 |k € NT e, Ip
2k—1 0 2k—1
2k 0 2k
Demonstram ci este adevarati P(k+ 1): B¥* 1 = 0 1 0 |+ coeerveeee e Ip
2k 0 2k
k-1 0 2k1\ /1 0 1 2:2k71 0 2.2k71 2k 0 2k
Bk+1:Bk.B:<O 1 0>.<0 1 0):( 0 1 0 ):(0 1 0) ....... 2p
k1 0 2K/ A1 0 1 2:2k71 0 2.2k71 2k 0 2k

Conform metodei inductiei matematice rezulta ca P(n) este adevaratd pentru oricen € N*. .............1p

Etapa judeteand CMA_HI1_7 martie 2026 — Barem de notare si evaluare
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Subiectul 3. (20 puncte)

L . x%45x+4
Se considera functia f:D — R,D Cc R, f(x) = o @ € R.

9 9 . . . . Cp . —f(-1
a) Dacd a = 0, sa se specifice domeniul maxim de definitie al functiei f si s se calculeze llml—f (x)x f 1( ),
x——

b) Daca a = 0, sa se arate ca tangenta la graficul functiei f in punctul de abscisa x = —1, situat pe graficul
functiei f, este perpendiculara pe dreapta x + 3y — 6 = 0.
¢) Determinati valorile parametrului a € R astfel incat graficul functiei f sd admita o singurd asimptota

verticala.
SOLUTIE:
2
a) Dacda = 0,vom avea f(x) = x+x5—2x+4 ................................................................................................................ Ip
X2 FE 0 X F 050 D = R oottt Ip
im fOfCED _ e
xll>n—l1 et 2 T T Ip
2 ' 2 (.2 2y/
Calcularea derivatei f'(x) = (xP+5x+4) x xgx L) Ip
! —5x-8 !
f(x)=%,f(—1)=3 ................................................................................................... 2p
) x?+5x+4_ 1p 2y cria 1p ) . 1p .
Saw: lim [OTCD _ jjy F o gy IS g, D@ gy O 3 4p
x——1 x+1 x——-1 x+1 x——1 X2(x+1)  x—-1 x%(x+1) x——1 X2
b) d:x+3y—6=0ﬁmd=—§ .......................................................................................................................... 2p
Meg = (1) = 3 2p
Verificarea conditiei de perpendicularitate: tg L d & Mg Mg = =1 oo 2p
Observatie:
Scrierea doar a ecuatiei tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisd x = —1:
Y= F(m1) = fI(m1)(X F 1) = Y = 3X F 3 ettt et ettt et ettt ere e Ip
¢) Consideram functia g:R — R, g(x) = x*+ax +a.
Daci A= a? —4a <0 = g(x) # 0,VE R = f nu are asimptote verticale. ....................cceevvrevuievnenn.. Ip
Daci A= a? —4a =0 < a € {0,4}
_ 2 _ x%+5x+4 . xZ45x+4 . x245x+4 4 _ _ .
a=0=gx)=x* = f(x) = = =>)££n0 = lim— —0+—oo=>x—0 este singura
x>0 x<0
asimptotd verticald 1a graficul fUNCHET .. ...ccviiiiieiiiieeieeee ettt et et ereesbesbesbesreenes 2p
_ 2 _ x%+5x+4 x*+5x+4 -2 _ _ .
a=4=>gx)=x"+4x+4=> f(x) = i) Jim_ i o, s 0= x=-2 este singura

asimptotd verticald la graficul fUNCHET f. .....oooiiiiiiiieiei ettt st ettt steete et s e aesteseesseesaensens 2p
DaciA=a? —4a >0 < a € (—,0)U (4, »)

Considerim functia h(x) = x2 +5x+4 o h(x) = (x+ 1D +4) > h(x) =0 x € {—1,-4}

Dacid x = —1 este o ridicini comundaluihsig = h(-1) =g(-1)=0= (-1)?+a-(-1)+a=01=
0 (fals).

Daci x = —4 este o ridicini comund aluissig = h(—4) =g(-4)=0= (—4)?+a-(-4)+a=0
@16—4a+a=0©a=?€ (4,00) = g(x) =xz+13—6x+13—6 o gx) = (x+4)(x+§) si

_ (x+4)(x+1) _ (x+1) _ _4 . . o . e ..
flx) = —(x+4)(x+§) = f(x) (x+§) = x 5 este singura asimptota verticala la graficul functiei f........... 2p

S ={04,}

Etapa judeteand CMA_HI1_7 martie 2026 — Barem de notare si evaluare
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Subiectul 4. (30 puncte)
Toboganul Marele Alb din parcul balnear de la Baile Figa este cel mai inalt din Romania.

H (x) reprezinta indltimea la care se afla vizitatorul dupa ce a parcurs distanta x (exprimata in metri) de la punctul
ax? — %x + b, x € [0,2]

de start al toboganului si este definitd prin:  H(x) = {5,

1 ,unde a,b € R.
—arctg—,x € (2,40]
T x—2

Toboganul nu prezintd ,,sarituri”, adicd functia H este continud pe intreg domeniul de definitie [0,40].
a) Determinati numarul real pozitiv b, stiind ca la momentul startului, vizitatorul se afla la inéltimea de 18 m
fata de nivelul solului.
b) Folosind valoarea lui b obtinuta anterior, determinati valoarea parametrului real a.

SOLUTIE:
a) H(0)=
H(0)
=b
- =i 2_1 =4q-1. = 35
b) }L)nle(x)—}l_)mz(ax 4x+18)—4a ” 2+18—4a+2 ..................................................................... 5p
x<2 x<2 ) o
}l_)ITlZH(x)=}1_)H’12(;GTCth)=;';=16 ................................................................................................... 5p
x>2 x>2
H continua pe [0,40] = H continuain 2 & }1_)1112 H(x) = }1_)mz H(X) = H(2) oo S5p
x<2 x>2
4a+3?5=16=a=—§ ................................................................................................................................. 5p
Nota:

Toate subiectele sunt obligatorii; se acorda 10 puncte din oficiu.
Orice rezolvare corectd a oricdrei probleme, dar diferiti de cea din barem, se noteazd cu punctaj echivalent.
Punctajul maxim este de 100 de puncte.

Etapa judeteand CMA_HI1_7 martie 2026 — Barem de notare si evaluare
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CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
»ADOLF HAIMOVICI”
Editia a XXVIII-a
ETAPA JUDETEANA - 7 martie 2026
Clasa a XII-a — Sectiunea H1 — Filiera tehnologica

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE

Subiectul 1. (20 puncte)
Pe multimea Z se defineste legea de compozitie x * y = xy — 2x — 2y + 6, oricare ar fi x,y € Z.

a) Demonstrati ca legea ,,*” este asociativa §i comutativa,

b) Determinati elementele simetrizabile ale multimii Z in raport cu legea ,, * ”;

¢) Demonstrati ca, dacd m, n si p sunt numere naturale astfel incit m *n * p = 13 sim < n < p, atunci
produsul numerelor m, n si p este divizibil cu 13.

SOLUTIE:
a) Avem (x*y)*z=(xy—2x—2y+6)*xz=(xy—2x—2y+6)z—2(xy —2x—2y+6)—2z+6=
=XYZ — 2XY — 2XZ — 2YZ F AX T AY T 4Z — 6 oo 2p
si x*x(y*xz2)=xx(yz—2y—2z+6)=x(yz—2y—2z+6)—2x—2(yz—2y—2z2+6)+6=
=XYZ — 2XY — 2XZ — 2YZ F AX F AY - AZ 7 6 oottt nreeenn 2p

Adunarea si Inmultirea in Z sunt comutative, astfel avem (x *y) *z =x * (y *z),Vx,y,z € Z , adica legea ” * ” este
ASOCTALIVEA ..ttt ettt ettt et e et e bt e et teeteebe e bt e teeateeheesate eateeaeeebeeeh e e et e eh e e Rt e eheehbe et e e bt ekt e beeat e naeeeteeabeeneeabesaeeneen Ip

Adunarea si Inmultirea in Z sunt comutative, astfel avem: x * y = xy —2x — 2y + 6 si y*x =yx—2y—2x+6,
G B A A /PRSP Ip

Adica 1egea eSte $1 COMULALIVA ......cveriietieieiertiettetetetest et eteestestesteestessessesseeseesseseassensesseensansassesssansessensesssessessensensenses Ip
b) Legea” * ” admite element neutru daca existi e € Z , astfel incit x xe =e*x =x ,VX EZ
Avem x*xe=exx=xozxe—2x—2e+6=x=x—-2)(e—3)=0,VxEL
= e =3 € Z este elementul neutru al 16Zi1 7 # 7 ...occioiiiiiiicieeeee et 2p
Fie x € Z , acesta este simetrizabil daca existd x' € Z , astfel incat x * x' = x'*x = e = 3
Avem x*x'=x'*x=3 & xx' - 2x-2x'+6 =3 x-2)(x' -2)=1=>x-2|1 six' — 2|1
adici x —2=1,x'—2=1=2x=x"=3saux—2=-1,x"-2=-1=2>x=x"=1

Elementele simetrizabile Sunt: {1, 3} ....ccccooiiriiiiiiiiiiiieiiieeeeeiet ettt ete s e e e e e e e s eaes e e aeneaeaeaeanl LD

O)X*Y =Xy —2X =2+ 6=(X—2)(V = 2) F 2,V X, Y EZ ot Ip
Legea ,,+” fiind asociativa, prin calcul deducem m*n*p =M —-2)M—2)(p—2)+2 .coviiiiiiiiiinninnnn. 2p
msxnxp=13 mM-2)n-2)p—-2)+2=13=mMm-2)n—-2)p—-2)=11.....cccceiiiiiiin Ip

Deoarece 11 este numar prim,m,n,p EN, iarm—-2<n—-2<p-2=
m—-2=—-11,n—-2=—-1,p—2=1,obtinem m = —-9,n = 1, p = 3 (nu convine), sau
mnpeEN=m-2=n-2=-1,p—-2=11=>m=n=1,p=13,sau
m—2=n—2=1, p—2=11m=n=3, p= 18 e 2p

Intrucat p = 13, VOM AVEA MNP = Myg..eumei i Ip

Etapa judeteana CMA_HI1 7 martie 2026 — Barem de notare si evaluare
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Subiectul 2. (20 puncte)
Se considera functia f: (0, +) - R, f(x) = log 3 x.

fx)
a) Pentru functia g: (0, +0) - R, g(x) = 37 —x , determinati primitiva G: (0, +00) — R, care

verifica conditia G(2) = 2026 ;
€ 2
b) Aratatica I = f xf(x)dx = e+l

4In3 °
1

¢) Pentru fiecare n € N, definim I, = | 1e x f(x) dx.

Demonstrati ca I, = 2(;—)11 - ﬁln_l , oricare ar fin € N.
SOLUTIE:

@) BT = 300 3 e Ip
GUE) =0 X = 0 X e b ettt b ettt b st b et b st teebe b ereete b easant e Ip
G(x)=f(1—x)dx=x—x72+C ................................................................................................................ 2p
G(2)=2—2+C=C=2026=G(x)=x—x72+2026 ......................................................................... 2p

b) szfxloggxdx:%ffxlnxdx ..................................................................................................................... Ip
flexlnxdx:x;lnxli—%ffxdx=x?zlnx|:— x{i ..................................................................................... 3p
. 2

ol, = fle x(log; x)™ dx = (ml 0 flex (U)X e, Ip
ff x (Inx)*dx = x?z (lnx)"|i - ;ff M) TE X e 4p
= *32_2 e (0 Y 2p
n = 2(;23)11 —#In_l, R <\ SRS PURRUPRRRIN Ip

Etapa judeteana CMA_HI1 7 martie 2026 — Barem de notare si evaluare
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Subiectul 3. (20 puncte)
. . _ (2026 1\ . _ (—2026 2025
Se considera matricele A, B € M,(R), unde A = (2025 1), iar B = ( 1 1 )

Fie, de asemenea, multimea G = {X € M, (R)|det(X) = 1}.

a) Verificati daca A si B apartin multimii G.
b) Demonstrati cd multimea G, Tmpreuna cu operatia de Inmultire a matricelor, formeaza un grup.

c) Demonstrati ca, daca X = (CCL Z) € G este solutie a ecuatiei X2 —X + I, = 0y, atunci a+d = 1.
SOLUTIE:
_ 12026 1| _ _ _
a)det(A)—| =2026-1—-1:-2025=2026—2025=1=2A€E€EG..........ccoccoiiiiiiiiiiiiiiiiiiininnnnann, 2p
2025 1
det(B) = |_2_0126 20125| = —2026-1—2025"(=1) = —2026 +2025= -1 5B € G .orovovvvrrero 2D
b) (W)X, Y € G = det(X) = det(Y) = 1 oot e Ip
Folosind ca: det(X -Y) = det(X) - det(Y) pentru (V)X,Y € M, (R) deducemdet(X -Y) =1.................... Ip
DeCi X *Y E G, (W)X, € G (1).eneneniniiii i e e e e e Ip
Avem cd (X -Y) - Z =X (Y- 2), (W)X, Y SIZ € G (2).rreeeeee oo Ip

De asemenea, det(l;) =1,deci ()L E€G al L X=X"L=X,(M)XEGQB)..ccceiviiiiiiiiiiiiiiniiceen 2D

Pentru (V)X € G, dindet(X) =1= ()X 1 € M,(R),pentrucare X 1 - X =X-X"1=1,,
1
det(X)

de unde deducem ci det(X™1) = =1,deci MXEG@AX 1eGai X - X=X-X1=1,4)...... 2p

Din relatiile (1), (2),(3) si (4) deducem cd mulfimea G Tmpreuna cu operatia de inmultire a matricelor formeaza un

0 2p

¢) Utilizand relatia lui Cayley-Hamilton: X2 — (@ + d)X + detX I, = 0p ...oooviiiniiiiii e, 2p
obtinempentru X € G ¢ X2 — (@ +d)X + 15 = 0y oooovriiiii e Ip
Din ipoteziavem cd X2 — X+ 1, =0, deci (a+d) X=X (@+d—1DX =0, ...ccocceiiiiiiiiiiiiiiiinan, lp
Deoarece det(X) = 1sideci X # 0,,deducemcaa+d—1=0a+d=1........c.coeoiiiiiiiiiiiininnnn 2p

Etapa judeteana CMA_HI1 7 martie 2026 — Barem de notare si evaluare
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Subiectul 4. (30 puncte)
Cu ocazia unui experiment, s-a observat cd intensitatea radiatiei produsd de o sursd, masurata intr-un

1
punct situat la distanta a > 0 fata de acea sursa, este data de formula: I(a) = f ﬁ .

a) Calculati valoarea intensitatii radiatiei masurata in punctele situate la distantele a =1 si a = V3 fata
de sursa;

1
b) Demonstrati ca functia I: (0; +) - R, cu I(a) = f :

—, 52 dx estedescrescatoare; interpretati din

punct de vedere fizic rezultatul obtinut;

. . 1 .
¢) Demonstrati ca are loc relatia: I(a) > PR pentru orice a > 0.

SOLUTIE:
1
_ 1 _ 1 _ _ T _ T
a) I(1) = fo vy dx = arctgx|, = arctgl — arctg0 = i 0= PRRIITIETEPPSTPPSRPPRPPRPPSTPP S PPR PP 5p
1
1 1 x (L 1 1 1w T /3
I(\/§) = fo i3 dx = \/—§arctg ﬁ|o = ﬁ(arctgﬁ - arcth) S B T oS T I e 5p
b) Pentru (V)a,b cu 0<a<b si (V)x € (0;1) avemed x?+a? <x?+b? & ZiaZ ﬁ ............... 2p
de unde, conform proprietitii de monotonie a integralei definite, gasim ca
1 1
1 1 . . <
fo mdx > fo mdx = I(a) > I(b), adica functia I este descresCatoare ................coeveevenienennnnn. Sp
Din punctul de vedere fizic, aceasta inegalitate explica faptul ca, pe masura ce ne indepartim
de sursa, intesitatea radiafiel SCAAE ......ouuirtirt ittt ettt e e et et et et e eaea s 3p
. : 2 2 2 1 1
¢c) Mxe0;)si(M)acua>0avem a*+x“<a“+1 O g T TSIy e, 5p
Ty Ty 1 1 1
de unde, integrand de 1a 0 la 1, gasim: I(a) = fo mdx > fo a2+1dx = I(a) > —1 x|0 =g e Sp
Nota:

Toate subiectele sunt obligatorii; se acorda 10 puncte din oficiu.

Orice rezolvare corectd a oricdrei probleme, dar diferiti de cea din barem se noteazd cu punctaj echivalent.
Punctajul maxim este de 100 de puncte.

Etapa judeteana CMA_HI1 7 martie 2026 — Barem de notare si evaluare
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CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
L ADOLF HAIMOVICI”
Editia a XXVIII-a

ETAPA JUDETEANA — 7 martie 2026
Clasa a IX-a — Sectiunea H2 — Profil real, specializarea stiinte ale naturii

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE

Subiectul 1. (20 puncte)
a) Fie m,n e N"astfel incat n3>m. Aritati ca: 3n> —m” > 2.

b) Aritati ca: VK +2 —k > ﬁ , pentru orice ke N .
+

. - mo . 1
¢) Dacda m,neN"si \/§>—,arata‘glca: R —
n n  n(m+1)
SOLUTIE:
a) mneN , n3>m=3n">m’ simneN =3n"-m*>0simneN =3n>—m>eN"........... 2p

Daca 3n* —m’> =1=>m’ =3n> -1=M , —1=M, +2 = contradictie deoarece numerele care dau restul 2 la impartirea

la 3 nu pot fi pitrate perfecte, Prin UTMAre 3717 — 717 7 1 ..o.ooeoeeeeeeeeeeeeeeeeeeee oo eee e eee e e es s 4p
307 =17 #1307 = €N =5 307 =17 2 2 oo 1p

b) VK +2-k> ! 2 > ! S22k 42>V 12 +k o k+2>Vk +2 o

=
k+1 \/k2+2+k k+1

Sk 44k +4>k 42 4k +2>0,adevArat VA € N ..o ee e 5p
a) [ 2 [ 12 —mb
o 3>2 =y 3>m:>3n2—m222:>3n22m2+2:>\/§2m—+2:> 3 M, N t2-m . 1
n n n n n(m+1)
. m 1
Prin urmare, \/_ o > o ettt heeheeiteeuteaueeteeeateteebe e htete e et et eh bt e bt et teea bt eh b e eh e e eh e e enbe e eab e e bt enstesaeenneeees 8p
n  n(m+1)

Etapa judeteana CMA_H2_7 martie 2026 — Barem de notare si evaluare
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Subiectul 2. (20 puncte)
Fie ABCD un patrulater in care AB || CD, punctele M si N sunt mijloacele laturilor BC, respectiv DC,
iar P este intersectia dreptelor AN si DM . Stiind cd AP =4PN, se cere:

DC —

a) Aratati ca 5‘ﬁ’=m+2 -AB.

b) Demonstrati cd 4BCD este paralelogram.

o . DP
¢) Determinati valoarea raportului —.
PM

D LL N 'y C
P
M
A B

SOLUTIE:

) AL L PP DA EDN 3

PN 1 5 5
— DC —

DC si AB sunt coliniari, deci DC _E AB oo sttt 2p
— o l—— — DC —
5DP:DA+4DN:DA+4-5DC:DA+2-EAB .................................................................................................. 2p

b) DP= Ry Ry y- S 1p

5 5 4B
D_le.(ﬁé+ﬁé)=l DC B DA+ 78 | =L DA L [ L 0 AB oo 3p
2 2 \ 4B 2 2 \ AB
1 2pc
DP si DM sunt coliniari, deci 5 (5 &4 j:> D L ettt 3p
AB||CD, AB=CD = ABCD paralelogram .................................................................................................................. 1p
— = 22— = = —
¢) Dinb) ABCD este paralelogram = DP=§DA+§AB si DM =5DA+AB .................................... 3p

P

P=—DM = ——=

— 2— DP 2 DP 2
p— _:> pa—
5 D 5 3

Etapa judeteana CMA_H2_7 martie 2026 — Barem de notare si evaluare
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Subiectul 3. (20 puncte)

* + Y + z ZE,Vx,y,z>0.
X+2y+2z 2x+y+2z 2x+2y+z 5

Sa se arate ca:

SOLUTIE:
Notdm x+2y+2z=a, 2x+y+2z=b, 2x+2y+z=c, Va,b,c>0. Prin adunarea celor trei relatii, obtinem
+b+
5x+5y+522a+b+c:>x+y+z=% .............................................................................................................. 5p
2b+2c—3a 2a+2c-3b 2a+2b-3c
X= , V= s T e —————— e e e e e e e e ——— et e e e e e ——————aaee e e ——aaaeaaanas 6p
5 5 5
Primul membru al inegalitatii devine:
2b+2c—-3a 2a+2c-3b 2a+2b-3¢ 2|(a b b ¢ c a 3
+ + =—|| == || —F = |F] —F—= | | =3 = e 4p
Sa 5b 5¢ 5/1\b a c b a c 5
Folosind inegalitatea fundamentala LSS 2,¥m,n >0, se obtine:
n o m
2 £+2 + 2+£ L4l —3-222-6—223,deundeconcluzia .................................................................. 5p
5/1\b a c b a c 5 5 55
(Cazul de egalitate are loc pentru a =b=c<>x=y=12z)
Metoda alternativi
2 2 2

X N y N z B X v z
X+2y+2z 2x+y+2z 2x+2y+z X +2xp+2xz 2xy+y +2yz 2xz+2yz+z°

(x+y+z)
2 2 2 2
X +y +z +4xy+4xz+4yz

Se arata prin calcul echivalenta:

(x+y+z)2

3 2 2 2 2 2 2
22— 2 +2y +2z7 —2xy-2xz-2yz20& (x— +(y—z) +(z=x) =20,
X+ y +2 +dxy+dxz+4yz 5 7 i > ( y) (y ) ( )

inegalitate adeviratd , VX, 1,Z > 0, de UNde CONCIUZIA.......c..oveviieeirieeieieiiecteee et bbb es b b se s esessesenens 10p
(Cazul de egalitate are loc pentru x = y =z)

Etapa judeteana CMA_H2_7 martie 2026 — Barem de notare si evaluare
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Subiectul 4. (30 puncte)
Pe o harta care are scara 1:10000000, localitatile sunt reprezentate prin puncte. Patru orase, reprezentate
pe harta prin punctele 4, B, C si D, sunt asezate astfel incat ABCD este paralelogram, iar urmatoarele distante

dintre orase, masurate in linie dreaptd pe hartd sunt: 4B =4 cm, BD =3 cm, BC =2 cm. Localitatea Geometria

se afld In punctul G, care este centrul de greutate al triunghiului determinat de punctele 4, B si D, iar localitatea

lasi se afla in punctul /, care este centrul cercului inscris in triunghiul determinat de punctele B, C si D.

Localitatea Matematica, reprezentata de punctul M, se afla intre localititile B si C astfel incat punctele B, M
si C sa fie coliniare si BM =2MC .

a) Un biciclist curajos, pleaca din localitatea marcatd cu punctul 4 spre localitatea reprezentata de punctul

D cu viteza de 20 km/ora. Dupa 7 ore, pleaca tot din localitatea reprezentata de punctul A4, in aceeasi

directie, un sofer cu viteza de 80 km/ora. Calculati distanta reala dintre orasele reprezentate de punctele
A si D sideterminati la ce distanta fata de localitatea de destinatie se intalnesc cei doi, stiind ca biciclistul
a facut pauza de masa de o ord pana la momentul intalnirii.

b) Aratati cd punctele G, [ si M sunt coliniare.

SOLUTIE:
a) scard harta= M H e et eeeeeseesetesseeestesseesstesstesstesstesstessesssesssiesstessenstenseenstatesstennseastenttanstenttenstenseensteteesseanns 1p
dist.reala
! 2 = AD,,, =20000000cm=>AD,,, =200km................ooiiiii 3p

10000000 AD

real
Notand cu ¢, timpul in ore necesar soferului de la pornire si pana la intélnire, rezulta ca timpul in ore necesar biciclistului
de la pornire $i pana [a TLAINITE ©SEE £ 4 7 . ..vinine ittt et e e e et et e et e e e e e e eaaens 2p

distanta parcursa de cei doi este aceeasi, de unde rezultd 80f =20(¢ +6) = ¢ = 2, prin urmare distanta fatd de localitatea

reprezentatd de punctul A este 160 km, iar distanta fata de localitatea de destinatie de la punctul de intalnire este 200 km-

TO0 KMTA0 KM .o e e e e e e 4p
N — r4r,+r,
b) G este centrul de greutate al triunghiului AABD = 7, = 3 .2p
1 este centrul cercului inscris in triunghiul ABCD de laturi BC =2, BD =3 si CD=AB =4.
:E:br3+crc+er:4rB+3rC+2rD:4r3+3rc+2rDmmm“m 4p
b+c+d 44+3+2 9
— 42
M e(BC) si BM =2MC =M _oy i T+ 20 _2p
MC 3
ABCD paralelogram=> 7, + 7 = 7 77 .oeuiiiiiiiiiii e e 2P
O L 7
7 :g(’”g+”D_”c+”3+’b):§(2”3_”c"‘2’”[)) e e 2P
_ = — 1= = = 1= = 1= -  —
MGer—rM=§(2r3—rc+2rD)—§(rB+2rc)=§(r3—3rc+2rD)...............................................................3p
— - — 1= - = 1= = 1= - - - = 1= =  _—
MI =r,-r, =§(4rB +3r, +2rD)—§(rB +2rc)=§(4r3 +3r, +2r, =31, —6rc):§(r3 =37 +2rD) .................... 3p
MG =3MI = MG si MI sunt vectori coliniari = punctele G, si M suntcoliniare...............cccoceveveveev e 2P
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Nota:
Toate subiectele sunt obligatorii; se acorda 10 puncte din oficiu.

Orice rezolvare corectd a oricdrei probleme, dar diferitd de cea din barem se noteazd cu punctaj echivalent.
Punctajul maxim este de 100 de puncte.
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CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
»ADOLF HAIMOVICI”
Editia a XXVIII-a
ETAPA JUDETEANA — 7 martie 2026

Clasa a X-a — Sectiunea H2 — Profil real, specializarea stiinte ale naturii

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE

Subiectul 1. (20 puncte)
Se considera numerele a, b, c € (O, 1) U (1, +oo) ,iar x, y,z € R sunt astfel incat
a"=b-c,b’=a-csic"=a-b.

a) Daca a=2,b=4 si ¢ =8, determinati valorile numerelor x, y si z.

1 1 1 . . .
+ + este un numar natural, oricare ar fi numerele a, b, ¢, x y i z
x+1 y+1 z+1

cu proprietatile din enunt.

b) Demonstrati ca suma

SOLUTIE:
Q) DIN 27 =32,47 =16 ST 87 =8 .ottt bttt ettt ne b se st ne st se e 3p
ODLINEIN X =5, 1 = 2, Z =1 oottt ettt e te et e bt et e e s st e et e ente e st ens e e st eeneeenseenseenseenseeneeenneenns 3p
D) AVEIM: X -1Z A ZIZDC = oottt ettt et e nt et e ne e teeneenteereeneas 3p
x:M: .............................................................................................................................................. 3p
lga
= ! = lga si, analog, = lgb , ! = lec 5p
x+1 lga+lgb+lge v+l lga+lgh+lge z+1 lga+lghb+lgc
Rezulti ci —— 441 8@t el lge | ] 3p

x+1 y+1 z+1 - lga+Igh+lgce

Subiectul 2. (20 puncte)

Rezolvati, in multimea numerelor reale, urmatoarele ecuatii:
a) Ax+2+2x+2+Y3x+2=0;
b) Yx+5+Yx+6 =2x+11.

Gazeta Matematica 12/2025 (Supliment)

SOLUTIE:

a) Functia g:R—> R, g (x) =3Jax+2,a>0 este strict crescitoare, deoarece se obtine prin compunerea a doui

TUNCEHT SEIICT CTESCALOATE ...uvieutieiuieeie et et et e et et et e e tte et e ente e et eseesseessteneeenseenseanseesneesnteenseenseenseenseenneesnsesnseensean 2p
Functia f:R->R, f (x) =3Yx+2+2x+2+33x+2 este strict crescatoare, pentru ca se obtine prin sumarea

UNOT fUNCEIT SETICE CTESCALOATE ... ..eeuvieeieeiieeie et eiee et eette st teeteeteete e st e st e seesaeesaseenseenseenseeseanseesnsesnseenseenseenseanseans 3p
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Rezulta cd ecuatia f(x) =0 are cel mult 0 SOIULIE TAIA .......cc.eeviiiiiiiiiiiceee e 2p
Cum f(-1)=0, inseamna ca x =—1 este unica SOIUIC @ ECUALICT ......ceevverrrerierrieieieeeieie e 3p
b) Ridicand la puterea a treia ambii membri ai ecuatiei, obtinem ca

(x+5)+ (x+6)+33x+5 A6 (Va4 5+ +6 ) =204 11 2p
Inlocuind paranteza cu 3/2x+11, deducem ci Jx 45 Yx4+6 2XF1T =0 oo, 3p
Rezulticad x e {—6, —%, - 5} 5 eeeeteereteeeeeeseessseeeeeeessesttseseeeesesestttteteeeeaaatttataeeetaaaattaaataeeeaaaarttaaaeeeeeaaaerraeaeeeeeaanrres 3p
care verifica (alternativ, se poate invoca injectivitatea functiei putere de gradul al treilea) ..........cccceveeveereeennne 2p

Subiectul 3. (20 puncte)

a) Fie z, si z, doud numere complexe astfel incét |zl| = |zz| =1#z 2z,

oo z,—2z, -
Ardtati cd w=——-— este numar real.
-z -z,

Do y . zZ, -z : g
b) Demonstrati ca orice numar real a se poate scrie sub forma ¢ =————, unde z, si z, sunt doud

-z -z
numere complexe astfel incat |zl| = |zz| =1#z- 2z,
SOLUTIE:
.= 1 .= 1
a) Cum |zl| =|zz| =1,1eZUltA CA Z) = — $1 Z) = —— (oo 2p
Z Z
Numarul complex w este real dacd $i NUMAT dACA W =W ....cocveriiriiiririeieceeeeeeeeee e 2p
1 1
- 4 z Z z z 4 . -
Avem: w=—1—2=—"1_"2 =2 "1 — deciw este un NUMAr r€al .............c.ecoeverrrrerrrrereererrerrrrerenne. 4p
1=z -z, 1_i. 1 7.z,
Z 4

b) Fie a un numar real oarecare. Consideram, de exemplu, z, =i, numar care are modulul 1, si cautam z, € C

astfel incat |zz|=1, i-z,#1si iza .......................................................................................................... 4p
—i-z,
Obtinem cd z, = ._i ........................................................................................................................................ 2p
ai—1
2 12
Avem: |Z2|= |a' l| _N¢ +2( ) L ettt ettt e te et teena et e reentenes 4p
|al_l| \/(—1) +a’
iari-zzz(a_i)i:ai+1¢1,VaeR ................................................................................................................. 2p

Etapa judeteana CMA_H2 7 martie 2026 — Barem de notare i evaluare



N\ Facultatea de Constructii de Masini

Inspectoratul Scolar Judetean : - A
p ‘ ’ J ’ i} si Management Industrial, lasi

lasi

WA

\\

MINISTERUL EDUCATIEI $SI CERCETARII

Subiectul 4. (30 puncte)

a) Fie oo un numar real pozitiv dat si x, y, z trei numere reale pozitive astfel incat x+ y+z =o . Care este
cea mai mare valoare posibild a produsului x-y-z si cand se atinge acest maxim?

b) Dintre toate triunghiurile care au perimetrul de 48 cm, determinati-1 pe cel cu aria maxima si precizati
care este aceastd arie maxima.

SOLUTIE:
o . . 9 +y+ . . Do
a) Din inegalitatea mediilor avem ca 3/x-y-z < )63# , cu egalitate daca sinumai dacd x =y =z .....cc..... 5p
3
Cea mai mare valoare posibila a produsului x-y-z este (21—7, care se atinge cand x=y ==z =% ...................... 5p

b) Fie a, b, c lungimile laturilor unui triunghi avand semiperimetrul p = 24 cm. Aria triunghiului, datd de formula

lui Heron, este Sz\/p(p—a)(p—b)(p—c) ...................................................................................................... 5p

Observam ca numerele x=p—a, y=p—>b sl z= p—c ausuma x+y+z=3p—(a+b+c)=3p—2p=p, deci

X+ y+z =24 (cm), indiferent de lungimile laturilor unui triunghi avand perimetrul de 48 cm .......c.cccceueeeee

Sp
Conform punctului a), produsul (p—a)(p—b)(p—c) este maxim atunci cdnd p-a=p-b=p-c, asadar in

cazul 1n care triunghiul este eChIlateral ............coveiviiiiiiiiicie ettt e beebe e aeesneesese e 5p
Aria maxima a unui triunghi cu perimetrul de 48 cm este aria triunghiului echilateral cu latura 48:3=16 cm,
ACICH €SLE EZAIA CU 6443 CIMZ oo ee e s e eee e s e ee s e e s s s s ees s es e et es e ees s ees s eeeseeesseeesse 5p

Toate subiectele sunt obligatorii; se acorda 10 puncte din oficiu.
Orice rezolvare corecta a oricarei probleme, dar diferiti de cea din barem se noteazd cu punctaj echivalent.
Punctajul maxim este de 100 de puncte.
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Clasa a XI-a — Sectiunea H2 — Profil real, specializarea stiinte ale naturii

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE

Subiectul 1. (20 puncte)
Se considera matricele A. B € M,(R) cu proprietatea cd AB — BA = A.
a) Aratati ca tr(4) = 0.
b) Demonstrati ca ABA = 0,.

SOLUTIE:

Q) t7(AB — BA) = tT(AB) — L1 (BA) oottt ettt ettt ettt ettt et et ehe b ese b et na e ens 5p
AB $i BA au aceeagi UrMa = E7(A) = 0 eeeeieeeeieieiee sttt st sttt se et e e be st eseesessesessessentaneesessaneanens S5p
b) ABA — BA? = A2 51 APB — ABA = A% e 4p
Cayley-Hamilton: A2 — tr(A) - A+ det(A) - I, = 0,,VA € My(R) = A2 = —det (A) "I, coovoeveeeeeeen 2p
BA? = A’2B = —det (A)*B = A-B-A=—det(A)-B—det(A)-I, = —det(A4)- B+det(A4)- I, = det(4) =0 ....... 2p
A2 =05 ,deCi ABA = 0 oottt et 2p

Subiectul 2. (20 puncte)
Fie punctele A(-1,6), B(1,-3),C(9,0)si D(4,10).
a) Calculati aria patrulaterului ABCD .
b) Determinati multimea punctelor P din planul patrulaterului ABCD, astfel incat ariile
triunghiurilor PAB si PCD sa fie egale.

SOLUTIE:
Q) Ay g T Auune = AUBeD v v v e 2p
-1 6 1
1 -3 1=78:>AMBC=%.|78|=39u.a ..................................................................................... 3p
9 0 1
-1 6 1
4 10 1=—7O:>AAADC=%-|—7O|=35u.a ................................................................................ 3p
9 0 1
Appep T 39352 TA Uittt s 2p

b) Notam cu P(a,b) coordonatele punctelor care satisfac conditia ca cele doua arii sa fie egale.

Apis = %|9a 2D = 3| e 3p
A pep =%|10a F 5D =90] ., 3p
90 + 25 =3 = H(10 + 55— 90) crvereeerreereereereeseeeseasseessessss eseee s seseesseesss et esesss st essssesss et ensssssssensssnssssesesens 2p
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Multimea punctelor care satisfac conditia data este formata din reuniunea
dreptelor x+3Y =87 =081 10X+ 7Y =03 =0 1.ttt e e 2p

Subiectul 3. (20 puncte)
a) Sa se demonstreze inegalitatea: —% <x?-x<0,Vx € (0,1).
b) Se considera functia f: [0,1] = R, continud cu f(0)f (1) < 0. Sa se arate ca exista un numar ¢ € (0,1)

astfel incat — 7 < f(c) + f(c?) < 0.

SOLUTIE:
)< —x<0©0<4x? —4x+1<1 S 0= (20— 1)% < Tt 5p
x€(01)=2x€(02) ©2x—1E(—1,1) = 0 < (2% = 1)2 < 1 oo 5p
b) Se consideri functia g: [0,1] = R, g(x) = F (%) 4+ F(X2) 4+ X = X2 oo
3p

g functie continuad cu G(0) G (1) K 0 oooiiieieiiierieiieteeeete ettt ettt b et ettt seebe b eseesseaessetesbebesseseesnasens 3p
Existd ¢ € (0,1) cu g(€) = 0 F(C) F F(C2) = €% = C oot 2p
Dar CZ—CE[—%,O)NCE(0,1)=>—%Sf(c)+f(c2)<0 ........................................................................... 2p

Subiectul 4. (30 puncte)
Doi asteroizi Asterisc si Obelisc, situati in acelasi plan, pornesc la momentul x, =0, descriind
2ax+a+2

, x €[0,+00), iar Obelisc are
2x+1

urmatoarele legi de miscare: Asterisc are traiectoria descrisa de f(x) =

dax® +5x+3
bx* +4
La un moment dat cei doi asteroizi se ciocnesc, dar isi urmeaza traiectoria.

traiectoria descrisd de g(x) = , x€[0,+0), unde a,b e R\{0}.

a) Determinati parametrii reali a,b € R\ {O} , stiind ca traiectoriile, dupa ciocnire, sunt asimptotice
dreptei y=1.

b) Pentru a si b determinati la punctul a), aflati dupa cat timp de la pornire, se ciocnesc cei doi asteroizi,
unitatea de timp fiind ora.

SOLUTIE:
a) Conditiaeste lim f(x) =181 Im @(X) =1 ..ccoiiiiiiiiiiii ettt senieenie e e e OP
i 28 0 e S
st 2x+1

4x* +5x+3

B = mm S 1m0 b s 5P

2x+3  4x*+5x+3
2x+1 4x* +4

b) Se rezolva ecuatia 3p
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(2x+3)- (42 +4) = (2x+1) (427 +5x+3) 2067 +3x=9=0..ooiiii
Se obtin solutiile x, = -3 (nu convine) si x, B
Cei doi asteroizi se ciocnesc dupa 1h si 30 de minute de la pornire..............ooouiiiiiiienineeeeeee

Nota:
Toate subiectele sunt obligatorii; se acorda 10 puncte din oficiu.

Orice rezolvare corectd a oricdrei probleme, dar diferiti de cea din barem se noteazd cu punctaj echivalent.

Punctajul maxim este de 100 de puncte.
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CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
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Editia a XXVIII-a
ETAPA JUDETEANA — 7 martie 2026

Clasa a XII-a — Sectiunea H2 — Profil real, specializarea stiinte ale naturii

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE

Subiectul 1. (20 puncte)
Consideram multimea G = {4 € M, (R)|A* - A = I,} (A" este transpusa matricei A).
a) Aratati ci (G,-)este grup.
b) Existd matricele 4, B € G, astfel incat A+ B € G?
c)FieH = {A € M, (Z)| A A= IZ}. Determinati numarul elemetelor multimii H si aratati ca (H,")

este grup.

SOLUTIE:
a)

e ABEG=A""A=1,B" B=1,= (AB)*-(AB) =B'-A'-A-B =B'-B =1,, deci, - ” este lege de

COMPOZIEIC PE (G ittt ettt ettt et be et eee e em bt e st e sbe e bt et e e aeese e s e enbeebeenbeenbeenseenae 2 puncte

o Inmultirea matricelor eSte ASOCIAIVA  .......ovvvueueeeeeeeeeceee e eeeesees e 2 puncte

o [ € G,I; eSte ClEMENE NEULITU  ..eovuiiieieiiiiciieiecieeteetie ettt ette e et e teesteesteesseesseesaeesseesssesseessensseesseesseans 2 puncte

e VAEGAT=A'€G (AN)!A'=A- A" =A-A"1 = 1) e, 2 puncte
b)Aleg A=1, sicautB€ Geul, +B € G,deci (I, + B)!(I; + B) =1, =B+ B' = —I,,B*-B =1, 2 puncte
Gasim B = l( -1 \/5_)) sau B = l(_l _\/5_)) ............................................................................... 3 puncte

2 _\/§ -1 2 \/?_, -1
04=(¢ Z) EM,(Z);A€H = a’+c>=1,b>+d?=1,ab+cd=0,a=+1,c=0sib=0,d=+1
SAUA =0,0 =21 51D =F1,d =0, oottt e ene 2 puncte
. e g (L 0\ o 0 1\ ._ (0 1y . .
Gasim solutiile: I,,—1,,A4,—A,B,—B,C,—C,A = (0 _1),B = (1 0),6’ = (_1 O)' deci H are 8
CIEIMEIILE ....viiuveeiiieeieeie ettt et et e e e etees e e ssaeeteesseesteessessaesseesssessseaseasseesssanseanssesseasssasseanseasseasseensensseassenssenssens 2 puncte
(H, ) este grup @l TUL (G,7) oottt et v ettt ettt e b e esesaesssesse s e eeeassesseaeeeeans 3 puncte
Subiectul 2. (20 puncte)
. - . . e 2 _ x2+1 . L
Consideram functia f:[0,1] = [5, e ],f(x) = ez €7

a) Dacd g:[0,1] = R este o functie derivabila cu derivata continua, aratati ca:
fol(l +xg'(x)) - e9Pdx = e9W.
b) Caleulati [, f(x)dx.
2
¢) Aratati cd functia f este inversabila si calculati fge f1(x)dx.
2

SOLUTIE:
a) fol(l +xg'(x)) - e9™dx = fol(xeg(x))’ dx = xeg(")|(1) = eI e, 6 puncte
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2
G flx) = (1 + xg’(x)) 29X deci folf(x)dx =e9M =¢ 6 puncte

2 . ! —
b) Aleg g(x) = 7, atunci 1 +xg'(x) = 5558

- 2
¢) f'(x) = (xi) S+ ex+1, f strict monotond = f injectiva, f continua, Im f = E, ez] = f surjectiva = f bijectiva= f
INVETSADIIA oottt ettt ettt et e be et eaees b esbeesees e et e et b esbeeteesaesenseese et entense et eenneneeneannens 2 puncte
2
1= [ f@dx @ =t =x=fO),f () =1 =0=
2
1= [ltf'(Odt = tf OIS — [, f(©)dt = —ZHE =D e 6 puncte

Subiectul 3. (20 puncte)
Consideram grupul (G,*) unde G = (2,00) si x * y = xy — 2x — 2y + 6, pentru orice x,y € G.
a) Dacda,b,ceGsia*xb=c,bxc=a,c+xa=b,ardtaticia=>b =c.
b) Determinati sirul (a,),»1 C G, stiind ca a, * a, * ... *x a, = n + 3 pentru orice n € N*.
¢) Fie H un subgrup al grupului G care contine toate numerele naturale k > 3. Demonstrati cd H contine
toate numerele rationale g > 2.

SOLUTIE:
A)Avemx * Y = (X —2)(F —2) 42, VX,V E G o e 3 puncte
(@—2)(b—2)=c—2; (b—2)(c—2)=a—2; (c=2)@—=2)=D =2 oo 3 puncte
ab,c>2si(a—2)2(b—2)(c—2)?=(@-2)b—-2)(c —-2)=(@-2)(b—-2)(c -2)=1=

(a—2)2=((b—-2)2=(c—2)2=1,deoarece 3,b,CEG= A =D =C=3 o ooooeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeees 3 puncte
D) 71 = 1 53 G =4 et ettt sttt bt sttt ettt e be et e bt be bt entebe 1 punct

n22,a1*a2*...*an=n+3ﬁ(n+2)*an=n+3=>n(an—2)=n+1,decian=%+2,

a =3+l,n22.Cum3+l=4$a =3+i,n21 ..................................................................... 3 puncte
n n 1 n n

¢) (H,*) subgrup= e =3 € H (e = 3,elementneutruin G) sivx € H,x' =2 + xsz € H (x' este simetricul lui x > 2

16 808 T 4 puncte
Fie g € Q,q > 2 deci q—2>0,q—2€Q=>q—2=%,a,bEN* ....................................................... 1 punct
Rezultia + 2, b +2EN, A+ 23,0423 =AF2,DF 2 E H oo 1 punct
, a
(@+2)+(b+2) €H= (a+2 2)(2+b+2_2 2)+2€H=>b+26H,

deci @ € H = CONCIUZIA oottt et s bt et bt eb et ea e et e es e enteeebeenee 1 punct

Subiectul 4. (30 puncte)

Un leu aleargéd dupa prada plecand dintr-un punct O cu acceleratia

2
a(t) = (421:2 + %) et +3t2 — 12t + 9, mdsuratd in m/s?, timpul ¢t > 0, misurat in secunde.

La momentul t = 0 vitezasaeste v(0) = (1 + e%) m/s.

2t +i)ef2+t3—6t2+9t+1,t20.

els e4

a) Aratati ca v(t) = (
b) Stabiliti daca existd momente de timp in care leul este in repaus.
¢) Demonstrati ca distanta parcursa de leu de la momentul ¢t = 1 la t = 4 este mai mare decat 11 m.

Nota: Daca S(t) este spatiul parcurs de leu in t secunde, iar S este o functie de doud ori derivabila, cu
derivata a doua continud, atunci viteza leului este v(t) = S'(t), iar acceleratia este a(t) = S" (t).

SOLUTIE:

a) a(t) = v'(t) deci v este primitiva a TUNCHET @ ovoveviviiee e 2 puncte

V() = [A(E) AU, 20 ettt 3 puncte
2t 1Y\ 2

Astfel v(t) = (e? + 6—4) EL 3 — B2 F Ot € o 3 puncte
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v(O)=1+ei4=ei4+C=1+ei4=C=1=>v(t)=(:Tt;+ei4)et2+t3—6t2+9t+1
b) Leul este inrepaus dacd U(t) = 0,1 = 0 oo e
2t 1 2
v(t)=(e?+e—4)et Ft(E—3)2+1>0,VEZ 0 o
Leul nu este In repaus n Nici Un MOMENT  ..ooiiiiiiiie ettt
Q) v(t) = S'(t) = [, v(x)dx = [ §'(0)dx = S(t) = S(0) + [, v(x)dx
R () R (3 e T T2
1 2 t* 9?2 1t L2
SO =gz —1)+7 20+ +t+ e dr s
Distanta parcursdintre t = 1sit =4 este S(4) —S(1) s
1 33, 1 4 42
5(4)—5(1)=e?((316—e)+7+e—4f1 X AX e
Cum pentru x € [1,4],e*” > e* =>f14ex2dx > ffexdx=>f14ex2dx >et—e
33 e e 37 e e
5(4)_5(1)26+T+1_e_4_eﬁze+__e_4_ﬁ
e e 1 1 1 1 1 1 1 1 1 37 1 3
At gtam<pgtm<pgtp=p= ¢ g mty~e gt >2"

T 5(4) = S(1) > 11 e bbbt

Observatie: Orice alta solutie corect demonstrata va fi punctata corespunzator.

Nota:
Toate subiectele sunt obligatorii; se acorda 10 puncte din oficiu.

Orice rezolvare corecta a oricarei probleme, dar diferiti de cea din barem se noteazd cu punctaj echivalent.

Punctajul maxim este de 100 de puncte.
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2 puncte
3 puncte
4 puncte
1 punct

2 puncte

3 puncte
2 puncte
2 puncte

2 puncte



